


अवकलज के अनुप्रयोग 


6.] समग्र अवलोकन (Overview) 


6.. राशियों के परिवर्तन की दर 


फलन ) =/ (2) के लिए i (£(0)), » के सापेक्ष » के परिवर्तन की दर को निरूपित करता है। 


अतः यदि + दूरी तथा # समय को व्यक्त करते हैं तो , समय के सापेक्ष दूरी के परिवर्तन को 
दर को व्यक्त करता है। 

6..2 स्पर्श रेखाएँ तथा अभिलंब 

किसी वक्र ) = /(*) को बिंदु (%,, »,) पर स्पर्श करने वाली रेखा को उस बिंदु पर वक्र को स्पर्श 


हैं d 
रेखा कहते हैं तथा इसका समीकरण )-)। = | ८५.) ॐ ~) होता है। 


स्पर्श रेखा के स्पर्श बिंदु पर लंब रेखा को वक्र अभिलंब कहते हैं तथा इसका समीकरण 


क तळी (+->) होता है। दो वक्रों के बीच का प्रतिच्छेद कोण वक्रो के प्तिच्छेद बिंदु 
। नी ७ 

पर उनकी स्पर्श रेखाओं के बीच का कोण होता है। 

6..3 सन्तिकटन 

 (४+“५४)- 0) 





क्योंकि / (0 इसलिए हम कह सकते हैं कि //(४) लगभग 





Capproximately ) fet = FG) के बराबर है। 


=> /( +42) का सन्निकट मान =/(2) + ^ . (0) 
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6...4 वर्धमान/ह्वासमान फलन 
किसी अंतराल (०, 0) में एक संतत फलन /(2): 
6) निरंतर वर्धमान है, यदि सभी »,, ५, € (८,४) के लिए &(< ४, => /(,) </ (%,) विकल्पतः सभी 
+€ (०, 9), के लिए /” )>0 
() निरंतर हासमान है, यदि सभी 2, », € (०, ७), के लिए +, < ४, = (५) >/ (७) विकल्पतः 
सभी *€ (८, 9), के लिए /'() < 0 
6.।.5 प्रमेय: मान लीजिए कि फलन /, अंतराल [०, 9] पर संतत तथा अंतराल (८, 9) में अवकलनीय है, तो 
0) [८, 0] में / वर्धमान है, यदि प्रत्येक: € (८, 9) के लिए /' (५) > 0 
() [८, ॐ] में / हासमान है, यदि प्रत्येक ५ € (८, 9) के लिए /” (0 < 0 
(i) [८, ७] में / एक अचर फलन है, यदि प्रत्येक + € (०, 9) के लिए /” (४) = 0 
6.।.6 उच्चिष्ठ एंव निम्निष्ठ 
किसी वास्तविक फलन / का स्थानीय उच्चिष्ठ स्थानीय निम्निष्ठ 
किसी फलन / के प्रांत के अंतस्थ (भीतर) स्थित बिंदु ८ को 
06) स्थानीय उच्चिष्ठ कहते हैं, यदि एक ऐसे #>0 का अस्तित्व है कि (८ -॥, ८ +) में स्थित 
सभी *के लिए /(८) > (2) 
/£(८) के इस मान को / का स्थानीय उच्चतम मान कहते हैं। 


(0) स्थानीय निम्निष्ठ कहते हैं, यदि एक ऐसे #>0 का अस्तित्व है कि (८ -॥, ८ + ॥) में स्थित 
सभी » के लिए / (८) < / (2) 


£(८) के इस मान को /का स्थानीय निम्नतम मान कहते हैं। 


अंतराल [८, ७] में परिभाषित फलन /(2), » = ८, जहाँ ८ € [6, ७], पर उच्चिष्ठ (या निरपेक्ष 
उच्चिष्ठ) कहा जाता है, यदि सभी % € [०, 9] के लिए / (2) < / (८) 


इसी प्रकार अंतराल [८, ७] में परिभाषित फलन /(2), ५ = 4, जहाँ 4 € [०, ७] पर निम्निष्ठ 
(या निरपेक्ष निम्निष्ठ) कहा जाता है, यदि सभी +€ [८, ७] के लिए /(४ध) > (४) 


6..7 / का क्रांतिक बिंदु : किसी फलन / के प्रांत में एक बिंदु ८, जिस पर या तो 
/' (८) = 0 या / अवकलनीय नहीं है, / का क्रांतिक बिंदु कहलाता है। 
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स्थानीय उच्चतम अथवा स्थानीय मान निम्नतम ज्ञात करने की व्यावहारिक विधि 


(a) 


(b) 


प्रथम अवकलज परीक्षण 


06) >के बिंदु ८ से होकर बढ़ने पर यदि /” (४) का चिहन धन से ऋण में परिवर्तित होता है, 
तो ८ स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है तथा /(८) स्थानीय उच्चतम मान है। 


(४) > के बिंदु ८ से होकर बढ़ने पर यदि /” (४) का चिहन ऋण से धन में परिवर्तित होता है, 


तो ८ स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है तथा /(८) स्थानीय निम्नतम मान है। 


(४) + के बिंदु ८ से होकर बढ़ने पर यदि /” (४) का चिहन परिवर्तित नहीं होता है, तो ८ 


न तो स्थानीय उच्चिष्ठ का बिंदु है और न स्थानीय निम्निष्ठ का बिंदु है। इस प्रकार 
के बिंदु को नति परिवर्तन बिंदु कहते हैं। 


द्वितीय अवकलज परीक्षण 

मान लीजिए कि / किसी अंतराल ] में परिभषित एक फलन है तथा ८ € !मान लीजिए कि 

£ ८ पर दो बार अवकलनीय है। तब 

0) यदि /'(८) = 0 तथा {”(८) <0, तो %= ८ स्थानीय उच्चिष्ठ का एक बिंदु है। इस 
दशा में / का स्थानीय उच्चतम मान /(८) है। 

(४9) यदि // (८) = 0 तथा (८) >0, तो »< ८ स्थानीय निम्निष्ठ का एक बिंदु है। इस 
दशा में / का स्थानीय निम्नतम मान / (८) हैं। 

(४) यदि / (८) = 0 तथा /” (८) = 0, तो यह परीक्षण असफल हो जाता है। ऐसी स्थिति 
में, हम पुनः प्रथम अवकलज परीक्षण पर वापस जाते हैं। 


6..8 निरपेक्ष उच्चिष्ठ तथा/ अथवा निरपेक्ष निम्निष्ठ ज्ञात करने की व्यावहारिक विधि 


चरण ] : प्रदत्त अंतराल में / के सभी क्रांतिक बिंदुओं को ज्ञात कीजिए। 

चरण 2: इन सभी बिंदुओं पर तथा अंतराल के अंत्य बिंदुओं पर / के मान का 
परिकलन कोजिए। 

चरण 3: चरण 2 में परिकलित मानों में से के उच्चतम तथा निम्नतम मानों को लीजिए। 
उच्चतम मान / का निरपेक्ष उच्चतम मान तथा निम्नतम मान / का निरपेक्ष 
निम्नतम मान होगा। 


6.2 हल किए हुए उदाहरण 
लघु उत्तरीय प्रशन (9.4.) 


उदाहरणा । वक्र + = 5:- 2.0 के लिए, यदि + में 2 इकाई/से. की दर से वृद्धि हो रही है, तो 


४*=3 पर वक्र का प्रावण्य कितनी तीव्रता से परिवर्तित हो रहा है? 
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d 
हल वक्र का प्रावण्य = हर = 5 - 6x? 


हि > किक 
त dla) TT 


=-2.(3).(2) 
= -72 इकाई/से. 


अतः जब + में इकाई/से. की दर से वृद्धि हो रही है, तब वक्र की प्रवणता 72 इकाई/से. की 
दर से घट रही हैं। 


उदाहरण 2 Fl अर्ध शीर्ष कोण वाले एक शांकवीय कीप ({५०॥९]) से, जिसका शीर्ष नीचे की ओर 


है, कीप के पृष्ठ के क्षेत्रफल में 2 ८०?/७९० की समान दर से उसके शीर्ष के एक छिद्र से पानी 
बह रहा है। पानी के सतह की तिर्यक ऊँचाई के घटने की दर उस समय ज्ञात कीजिए जब उसकी 
तिर्यक ऊँचाई 4m है। 
हल यदि ५ वक्र पृष्ठ के क्षेत्रफल को निरुपित करता है, 
ds 
तो हल = 2cm? /sec 


MENS 
s=Trl=T (lsin 4 y= ष 


ds था | वा वा 
इसलिए, --८ उत्तर फ = Jo2rl -- 
स्सालए 5 7१ a 


lb 
जब/= 4०M, 7; 27.4 2v2n 4 








उदाहरण 3 वक्र )?= « तथा ४?=) के बीच का प्रतिच्छेद - कोण ज्ञात कोजिए। 


हल प्रदत्त समीकरणों को सरल करने पर, हमें प्राप्त होता है कि =+ तथा ४2८ ५ => = ४ अथवा 
X= 0 
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=> x(—D=0O>x=O,x=l 
इसलिए, v=0,y=l 
अर्थात (0, 0) तथा (!, ]) प्रतिच्छेद बिंदु हैं। 


dy 
तथा »=y=~>-—=2x 
ग 


बिंदु (0, 0), पर वक्र )? = + की स्पर्श रेखा )-अक्ष के समांतर है तथा वक्र +? = ५ की स्पर्श रेखा 
*-अक्ष के समांतर है। 


= प्रतिच्छेद - कोण = 5 


बिद I 
बिंदु (], ]) पर वक्र », = + की स्पर्श रेखा की प्रवणता (#,) ठ है तथा वक्र ५ =) की 


स्पर्श रेखा की प्रवणता 2 है। 


3 i 
अतएव ४३7 0 = | +] | = ह 5%. 9" वि न 


, —T 7ए मे निरंतर 
उदाहरण 4 सिद्ध कीजिए कि फलन /(2) = tan ४ - 4%, अंतराल [उ $ | में निरंतर हासमान है। 


हल f()=tanx-4x=> (४) =secx—4 


—TT Tt 
जब चः ब्द ध , | < 56०८४ < 2 


इसलिए, | < 5९८९४ < 4 ॐ -3 < (5९०८०९४- 4) < 0 
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—T 


अतः 
3 


ट्ट के लिए /((0 <0 


—T 


इसलिए हद , | में £%) निरंतर हासमान है। 


3 
उदाहरण 5 निर्धारित कीजिए कि % के किन मानों के लिए, फलन = +* - - वर्धमान है तथा 
किन मानों के लिए, यह हासमान है। 


3 


4 d 
हल y= - र => 5 A —Axn=aAr(-T]) 


dy 
अब, —्‌=0=>x=0,x=]l. 
dx 


क्योंकि ७८८ (-००, 0) ७ (0, ]) के लिए /” (0 < 0 तथा / अंतराल [- ००, 0] और (0, ।) में 
संतत है, इसलिए / अंतराल (- ००, ]] में हासमान है और / अंतराल [!, ०० ) में वर्धमान है। 


यहाँ / अतंराल (- ००, 0) ५ (0, ]) में निरंतर हासमान तथा (।, ००) में निरंतर वर्धमान है। 





उदाहरण 6 सिद्ध कीजिए कि फलन / (2) = 4% - ]8%? + 27% -7 का कोई उच्चिष्ठ अथवा 
निम्निष्ठ नहीं है। 


हल f()= 447 - 8x + 27% 7 


f’ (0 5 I2x-36x+27=3(4xn-l2x+o9)=3(2x- 3) 


3 
(050 5२ *= 7 (क्रांतिक बिंदु) 
क्योंकि 3 3 
क्योंकि सभी £ < ठु तथा सभी «> ठ के लिए /” (५) > 0 


3 
अतः» = 5 एक नति परिवर्तन का बिंदु है, और न तो उच्चिष्ठ का बिंदु और न निम्निष्ठ का बिंदु 
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3 
व= केवल एक क्रांतिक बिंदु है तथा / का कोई उच्चिष्ठ या निम्निष्ठ नहीं है। 


उदाहरण 7 अवकलों के प्रयोग द्वारा /0.082 का सन्निकट मान ज्ञात कोजिए। 
हल मान लीजिए कि /(») = + 

* = .09 तथा ^+ = - 0.008 मान लेने पर 

f+ Ax) =f (४) + Ax. (®) के प्रयोग द्वारा- 


f (0.09 - 0.008) = / (0.09) + (- 0.008) / (0.09) 


0.008 


=> 0.082 च्द २0.09 - 0.008 . नाल] 0.3 6 


= 0.3 - 0.033 = 0.2867 


2 2 


उदाहरण 8 वक्रों गा द = | तथा ५) = ८? के लम्बकोणीय प्रतिच्छेदन के लिए प्रतिबंध ज्ञात कोजिए। 
a 
हल मान लीजिए कि वक्र (,, »,) पर प्रतिच्छेद करते हैं। 


2 2 2 
x y 2x 29 4५ dy_ bx 
इसलिए = = =— 
इसलिए a? b? I => दः b? BR ल ह ay 





2 


b 
=> प्रतिच्छेदन बिंदु पर स्पर्श रेखा को प्रवणता (#,) = 


dy dy _—y ll 
: = C2? —+y= —_— = ञि Si 
पुनः xy 5८ = जे ठ J=0=> हक = mM, 


2 


म b 
लंबकोणीय प्रतिच्छेदन के लिए, क्र, ५#,=-। => -उ्र= | या८'-}? = 0 
_ da 
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3 45 
उदाहरण 9 फलन + (४) = “प्र नक हल * +05 के सभी स्थानीय उच्चिष्ठ तथा स्थानीय 


निम्निष्ठ बिंदुओं को ज्ञात कीजिए। 

हल /” (0 = -3% - 247 - 45% 
=—3x(+8r+I5)=-3x(x+5)(x+3) 
f’ M=0>x=-5,x=3,x=0 
f(r) 5-9४ - 48x - 45 
= -3 (3%? + I6x + ]5) 
£ ”(0) = - 45 < 0. इसलिए ४ = 0 स्थानीय उच्चिष्ठ बिंदु है। 
/”(-3) = 8 > 0. इसलिए + = -3 स्थानीय निम्निष्ठ बिंदु है। 


/”(-5) = -30 < 0. इसलिए + = -5 स्थानीय उच्चिष्ठ बिंदु है। 


उदाहरण ।0 सिद्ध कीजिए कि ++ ब का स्थानीय उच्चतम मान उसके स्थानीय निम्नतम मान से कम है। 
A 


I धी l 
हल मान लीजिए कि = ++ => य त 
x dx x 





dy 
का ते 0 कटे = | जडे ४ ८ +अ 
के 
बा» 2 dy dy 
Fd +न, इसलिए ठू & =] पर) > 0 तथा (3 = -।पर) < 0 


अतः » का स्थानीय उच्चतम मान &--] पर है तथा स्थानीय उच्चतम मान =-2 
+ का स्थानीय निम्नतम मान + = । पर है तथा स्थानीय निम्नतम मान = 2 


अतः स्थानीय उच्चतम मान (-2) स्थानीय निम्नतम मान (2) से कम है। 
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दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (..&.) 


उदाहरण |। किसी शांकवीय बर्तन के शीर्ष के एक छोटे छिद्र से, जिसका अक्ष ऊर्ष्वाधर है, पानी 
| ८॥ ८m़/ऽ९८ की दर से बह रहा है। बर्तन में पानी के सतह की तिर्यक ऊँचाई के घटने की दर उस 


समय ज्ञात कीजिए जब तिर्यक ऊँचाई 4 ८ है। शांकवीय बर्तन का शीर्ष कोण र है। 


d त किय में 
हल दिया हुआ है कि र = | ८/५, जहाँ ५ शांकवीय बर्तन में पानी का आयतन है। 





वह ५/8 
आकृति 6.2 से, ! = 4cm, ॥ =! 005 ठ 
~ NM 
mT ॥ NI 
तथा #<5/ दा" ८5 TT 
6 2 
I Ti s,s 
इसलिए » = 7 7/?॥ = l= | । 
पक dd FE कक.) 
4० _ Br 2 al हि 
dt 8 dt 
आकृति 6.2 
Jr 6 वा 


डा न 
५0 8 


2 हे cm/s. 
dt 2J3Tr 





ट ऊँचाई ली! 
: तिर्यक ऊँचाई के घटने की दर = बल cm/s 


उदाहरण ]2 वक्र ) = ८०४ (४ + )), -27 < * < 27, की उन सभी स्पर्श रेखाओं के समीकरण ज्ञात 
कीजिए जो रेखा ++ 2) = 0 के समांतर हैं। 


d 
हल दिया हुआ है कि ) = ०७ (४ + )) => | =— sin (x+y) od 0) 
dx dx 
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ER dy __ _sin(x+y) 
dy I+sin(x+y) 





क्योंकि " I 
क्योंकि स्पर्श रेखा «+2५ = 0 के समांतर है, इसलिए स्पर्श रेखा की प्रवणता = - ठ 


sin(x+y) 


RF (४+ 9) 5] .... Gi) 


इसलिए, _ I+sin(x+y) 2 


क्योंकि ८० (४ +)) = तथ sin (४+ 9) = I >cos (r+ y)+sin(r+y)= y+ | 
ड I=y+।याy=0 


इसलिए ८05४ = 0 
Tt 
इसलिए + = (2 + ]) 7, आल 0, + , + 2... 


Tt 3 . Tt -377 ५" हैं 
- > पंरतु वै न 7 समीकरण 07) को संतुष्ट करते हैं। 


Tt —3 Tt 
अतः E 0) ०) उपयुक्त बिंदु है। 


TT | Tt 
इस प्रकार हि ; 0) पर स्पर्श रेखा का समीकरण )= - ठ [+ = 2] या2:+4/-7750 ? 


—3T l 37 
तथा | 7 0 | पर स्पर्श रेखा का समीकरण) = - र २+ - | या 2५ +4) +37 =0 


उदाहरण |3 वक्र )? = 4०४ तथा +? = 49) का प्रतिच्छेद कोण ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ है कि ५? = 46:६..0) तथा +? = 49)... (). हल करने पर 


2 


2 
x 
र 2 
कं, =4ax जे x'=64ab’x 
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] 2 


या + (४ - 64 6090) - 0 -> *= 0, 2 = 443 83 





है, 2 I 
अतः (0, 0) तथा [i b3 ,443 bे | प्रतिच्छेद -बिंदु हैं। 
dy 4a_2 dy 2 
> ˆ तथा +? = 4७) => a 
dx 4b 2b 


पुनः, 2 = 4 == 
पुनः, y ax = ह 
इसलिए, (0, 0) पर वक्र ५? = 4०४ की स्पर्श रेखा »-अक्ष के समांतर हे, तथा वक्र += 


40) की स्पर्श रेखा »-अक्ष के समांतर है। 


= वक्रों के बीच का कोण = 5 




















है 2 2 I 
[i ७3,443 83 | पर, #, (वक्र 0) की स्पर्श रेखा की प्रवणता) 
; I 2 
र Li 3 3 3 
र Ie) ४] तथा , (वक्र ()की स्पर्श रेखा की प्रवणता) = =2 [+ 
443 03 
(5) _l 5) 4 
kl b) 2\b 363 83 
इसलिए, 2 0 = LN, ड त _ ; : 
25 35) 2| a3 + b3 
b) 2\b 
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उदाहरण ]4 सिद्ध कीजिए कि वक्र += 3005 0 - ०0536, y = 3sin9 - sind के किसी बिंदु पर 
अभिंलब का समीकरण 4 (५ ८०४9 - * $in39) = 3 sin 49 


हल यहाँ = 3८08 0 - ०0520 


इसलिए = —3sin 0 + 300520 sind = - 3sin9 (l - ०0520) = —3sin’0 


हि = 3005 0 - 3970 ०080 = 3८050 (l - sin’9) = 30057 0 


d 326 . in’ 9 
= इसलिए, अभिलंब की प्रबणता = 
dx sin" 0 cos" 0 








अतः अभिलंब का समीकरण निम्नलिखित है, 


sin’ 9 
3 
cos 0 





y - (3sin0 - sin’0) = [x — (30050 - cos9)] 


= y 00870 - 3960 ८0970 + sin’9 00870 = xsin’0 - 3sin’9 ०050 + sin’9 ०0570 


= y cos’0 - xsin’0 = 3sin9 ०050 (20520 - sin’0) 


3 
7 sin29 . ०0520 


3. 
तर sin40 
या 4 (ycos? 0 - xsin’ 0) = 3 sin49. 
उदाहरण ।5 / (४) = ५९८% + ।0 ८०४२४, 0 < £ < 27 का उच्चतम तथा निम्नतम मान ज्ञात 
कोजिए। 
हल f(x) = secx +2 log cosx 


इसलिए, /” (%) = secx tanx - 2 tanx = tanx (secx -2) 
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l 
Ff" (४) 5 0 => tan = 0 या 5६८४ ८ 2 या ८०५४ ८ 7 


अतः * क सम्भव मान *=0, या *=ग तथा 


Tt यो ST 
अन्प्र अनज प्रा 
3 


A 


पुनः, f” (0) = sec’x (secx —2) + tanx (secx tanx) 
= sec‘x + secx tan’'x — 256९५ 
= secx (5९८९४ + tan’x — 2secx) 
हम देखते हैं कि 
f”(0=I(+0-2)=-] <0. इसलिए, » = 0 एक उच्चिष्ठ बिंदु है। 


Ff” (=-I(+0+2)=-3 < 0. इसलिए, + = 7 एक उच्चिष्ठ बिंदु है। 


f i ५ । = 2 ( 4+3-4 ) =6>0. इसलिए X= है एक निम्नष्ठ बिंदु हे | 


ST ST लिद 
ह [ड] =2(4+3-4) = 6> 0. इसलिए, * = न कि निम्नष्ठ बिंदु है। 


» का = 0 पर उच्चतम मान । +0 = | है। 
+ का += 7 पर उच्चतम मान -] +0--] है। 


पर J 
५ का = ड पर निम्नतम मान 2+ 20 3 720-०४2 है। 


ST l 
१ काश= हु पर निम्नतम मान 2 + 2 ।० उ 320 - log?) है। 
x? y 2 
उदाहरण ।6 उस महत्तम आयत का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जो दीर्घवृत्त -7 bn । के अंतर्गत 
a 


स्थित है। 
इल जैसा कि आकृति 6.3 में प्रदर्शित है, मान लीजिए कि BC महत्तम क्षेत्रफल का आयत है 
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2 2 


जिसकी भुजा AB = 2४ तथा 80 = 2, जहाँ € (2, 3) दीर्घवृत्त का + ठ = पर स्थित एक बिंदु है। 


आयत का क्षेत्रफल ^,42) है। अर्थात्‌ ^ = 4%), जिससे 4? = ]6?)? = ऽ (मान लिया) 


2 
जे 
इसलिए, & = 6+2 | - र] छः 











6b° 

es त (ax? _ x) 
a 
(a 
ds _I60  , 
= जञoy 245४ - 4४] 
पुनः * _0 

की प $ ञः 
ड dx ks 
Fo RR 
2 2 


हक ds _6b 
अब Fr = ज [2a - 2x°] 
मे a 








2५ 2 2 
अतः आ) पर, ड र [24° 64°] = कम (-467) < 0 
जे a a 


a b र 
अतः ४८ न पर, ५ =, यहाँ 5 महत्तम है अतएव ^ भी महत्तम है। 


a b 
महत्तम क्षेत्रफल ^ = 4.४.) = 4 . नः 24% वर्ग इकाई 


हि 7 T में मानों 
उदाहरण 7 अंतराल | जे र में फलन /(2) = ५02% - 2, के उच्चतम तथा निम्नितम मानों का 


अंतर ज्ञात कीजिए। 
हल fb) = sin2x-— x 
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=> f=2cos2x-l 


l Tt T Tt Tt 
’ > ४० पा भी -- MN 2 
इसलिए /'"(४) = 0 => ००052: = 7 =~ 2xis 3 = २ = या 


, Tt TT 
= —-TM+लrस्y 
sin (—T 275 


| 
(ननन 
| 
| 


= ॥ए[ 6-६ न 3 सा 


6/6 2 6 


Tt Tt 
स्पष्टतया, 2 उच्चतम मान है तथा ड निम्नतम मान है। 


Tt Tt 
अतः अभीष्ट अंतर = उ+7 7४ 
उदाहरण ।8 शीर्ष कोण 20 वाला एक समद्विबाहु त्रिभुज त्रिज्या वाले किसी वृत्त के अंतर्गत स्थित 
है। सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज का क्षेत्रफल उच्चतम है। जब 0 = द 


हल मान लीजिए कि एक समद्विबाहु त्रिभुज ABC त्रिज्या ८ वाले किसी वृत्त के अतर्गत है, इस 
प्रकार कि AB = AC 


AD=AO+OD=a+acos20तथाBC = 2BD 
= 2 ५020 (आकृति 6.4 देखिए) 


] 
इसलिए, ^ ABC का क्षेत्रफल, अर्थात्‌ ^ = BC . 40 
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| 
7 2a sin29 . (a + a ०0526) 


a°sin29 (l + cos20) 


| 
=> A = a°sin20 + हर a? sin49 


dA 
इसलिए, हत = 2a°cos29 + 2a°cos49 


= 2a°(cos20 + ०0540) 


dA 
पर 0 = ०0520 = —cos40 = cos (fr — 40) 


Tt 
इसलिए, 290 = 7-40 => 0 = ह 





2 


र 2sin20 — 4sin49) < 0 9= ~पर 
अति हे 4“ (—2sin290 - 4sin49) < 0 (9 = é ) 


Tt 
अतः त्रिभुज का क्षेत्रफल उच्चतम है, जब 0 = 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


निम्नलिखित उदाहरण सख्या ।9 से 23 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


उदाहरण ।9 वक्र 3) = 6:- 5+ पर स्थित उस बिंदु का भुज, जिस पर वक्र का अभिलंब मूल बिंदु 
से होकर जाता है। 


I I 
(A) ] (B) ड (0)2 D) है। 


मान लीजिए कि वक्र 3) = 62-52 पर (*,, ))) वह बिंदु है, जिस पर अभिलंब मूल बिंदु 
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d 
से होकर जाता है। तब [| 52-59 पुनः (*,, ५) पर मूल बिंदु से जाने वाले 


(9) 


है न. त्ी 
अभिलंब से हम प्राप्त करते हैं 2-5. =! = 





» 6-5 
क्योंकि +, = ।, इस समीकरण को संतुष्ट करता है, इसलिए सही उत्तर () है। 


उदाहरण 20 दो वक्र 3४)? + 2 = 0 तथा 3४२) - ४ = 2 


(७) एक दूसरे को स्पर्श करते हैं। (8) समकोण पर कारते हैं। 
(0) 3 कोण पर कारते हैं। (D) - कोण पर कारे हैं। 


है 
हल पहले वक्र के समीकरण से, 3. - 39? - 659५ सं 





dy x y? 

न (॥,) मान लिया तथा दूसरे वक्र के समीकरण से 

60 + 3४ PN _ 0 a sD RN गौगियों 
xy + 3x ठ — ल -्>े पर कि y = (m,) गन || 


क्योंकि m, . mM, = -, इसलिए. सही उत्तर (B) है। 


४ Tt 
उदाहरण 2 समीकरण 2 = €! . ००४, ) = ९' . ऽ¡॥/ द्वारा प्रदत्त वक्र की / = डर स्पर्श रेखा, 
*-अक्ष से कोण बनाती है। 


A)0O B स C D र 
(A) (B) ~ (०५ 00) 5 
हल a 49 #+ ft dy_ if, ici 

ह प्रा =—e'.sImf+ e'cost, कन e'cost + e'sInt 
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dy cost + sint ५2 
इसलिए 2) be लक जार जल हक अतः सही उत्तर ()) है। 
4 


cost—sint 0 
उदाहरण 22 वक्र » = आ के बिंदु (0, 0) पर अभिलंब का समीकरण: 
(A)x=0 (B)y=0 (Ox+y=0 (D)x-y=0Fl 


-] 


d = 
हल न = ००8. इसलिए अभिलम्ब की प्रवणता = 


व )_ =]. अत: अभिलंब का समीकरण 


v—-O=-I—-0)या x++y=0 है। 


अतः सही उत्तर (0) है। 


बिंदु र T 
उदाहरण 23 वक्र ५? = + पर वह बिंदु जहाँ स्पर्श रेखा «-अक्ष से न कोण बनाती है। 


I ] I ] 
(A) [उ (B) हक (OD DC) है। 





इसलिए सही उत्तर 5 है। 
निम्नलिखित उदाहरणो 24 से 29 तक प्रत्येक में रिक्त स्थान की पूर्ति कीजिए- 


उदाहरण 24 ८ के वे मान जिनके लिए = १? +८४ + 25 «-अक्ष को स्पर्श करता है, है। 
इल 702 +4=0 अर्थात्‌, #= = 
ह dx ’ 5 X = 2 ड़ 
2 
a a 
इसलिए, “ro ]+25=0 पड a= +]0 


उदाहरण 25 यदि / (2) = तो इसका उच्चतम मान है। 


45 क2 क ! 
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हल # के उच्चतम होने के लिए 4४2 + 2४+ | को निम्नतम होना चाहिए, अर्थात्‌, 


I l 3 
Ae +2x+l=4(+ र + [-:) जिससे 42+ 2% +] का निम्नतम मान = दू मिलता है। 


wlP 


अतः /का उच्चतम मान = 
उदाहरण 26 मान लीजिए कि ८ पर / का द्वितीय अवकलज है, इस प्रकार कि /'(८) = 0 तथा 
£(८) > 0, तो ८ पर फलन है। 


हल ८ पर फलन स्थानीय निम्नलिखित है। 


उदाहरण 27 यदि / (४) = आए तो अंतराल [ | में / का निम्निष्ठ मान है। 


हल - 


उदाहरण 28 ५/०४ + ८०७४ का उच्चिष्ठ मान है। 


हल /2. 


उदाहरण 29 किसी गोले के आयतन के परिवर्तन की दर उसके पृष्ठीय क्षेत्रफल के सापेक्ष, जब 
उसकी त्रिज्या 2 ८9 है, है। 


हल ] cm’/cm? 


4 3 dv 2 2... ds dv +# 
=I >= ss > =r =],r=2 पर। 
i 3 वः वः ds 2 हे 

6.3 प्रश्नावली 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (&.&.) 


।. नमक का एक गोलाकार गेंद पानी में इस प्रकार घुल रहा है कि किसी क्षण उसके आयतन के 
घटने की दर उसके पृष्ठीय क्षेत्रफल के समानुपाती है। सिद्ध कीजिए कि उसकी त्रिज्या एक 
अचर दर से घट रही है। 
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. यदि किसी वृत्त का क्षेत्रफल एक समान दर से बढ़ता है, तो सिद्ध कीजिए कि उसका परिमाप 


(परिधि) उसकी त्रिज्या के व्युत्क्रमानुपाती है। 


. एक पंतग ।5.5 ८0 की ऊँचाई पर क्षैतिज दिशा में गतिमान है। यदि पतंग की चाल 


]0 m/5 है, तो उसकी डोर को कितनी तेजी से छोड़ा जा रहा है, जब उसकी दूरी पतंग उड़ाने 
वाले लड़के से 250 है? लड़के की ऊँचाई ।.5  है। 


. एक दूसरे से 45° पर झुकी हुई दो सड़कों के संधि-स्थल से दो मनुष्य & तथा 8, एक ही समय 


५ वेग से चलना प्रारम्भ करते हैं। यदि वे अलग-अलग सड़कों पर चलते हैं तो उनके परस्पर 
एक दूसरे से अलग होने की दर ज्ञात कीजिए। 


. कोण 6,0< 6 < 5 , ज्ञात कीजिए जो अपने ५/7९ से दोगुनी तेजी से बढ़ता है। 


. (।.999)$ का सन्निकट मान ज्ञात कोजिए। 


. एक खोखले बेलनाकार खोल, जिसकी आंतरिक तथा बाहय त्रिज्याएँ क्रमशः 3 ८० तथा 3.0005 


०० हैं, में धातु के आयतन का सन्निकट मान ज्ञात कीजिए। 


. 2m लंबा एक मनुष्य ।उ ॥/४की दर से किसी बिजली के खंभे को ओर, जो जमीन से 53m 


ऊपर है, चल रहा है। उसकी छाया का अग्रभाग किसी दर से गतिमान है? उसकी छाया की 


लंबाई, उस समय किस दर से परिवर्तित हो रही है, जब वह प्रकाश के स्रोत के आधार से 3 : m 


दूर है? 


. किसी तरनताल को सफाई के लिए खाली करना है। यदि ताल को बंद करने के #९००ndऽ 


बाद ताल में पानी की मात्रा, लिटर में, 7, से निरूपित होती है तथा 7. = 200 (0 -7)?, तो 5 
९८०॥५ में अंत में पानी कितनी तेजी से बाहर निकल रहा है? प्रथम 5 ५९८००५ में पानी के 
बाहर निकलने को औसत दर क्या है? 


किसी घन का आयतन एक अचर दर से बढ़ रहा है। सिद्ध कीजिए कि उसके पृष्ठीय क्षेत्रफल 
को वृद्धि उसकी भुजा की व्युत्क्रमानुपाती है। 


» तथा दो वर्गों की भुजाएँ हैं, इस प्रकार कि + = «+? दूसरे वर्ग के क्षेत्रफल में परिवर्तन 
की दर पहले वर्ग के क्षेत्रफल के सापेक्ष ज्ञात कीजिए। 
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2. 
I3. 


4. 


ह3% 
I6. 


7. 


I8. 


I9. 


20. 


2. 


22. 


23. 


24. 


वक्र 2: = 9» तथा 2%) = £ के लंबकोणीय प्रतिच्छेद के लिए प्रतिबंध ज्ञात कीजिए। 
सिद्ध कीजिए कि वक्र ५) = 4 तथा +? +)? = 8, एक दूसरे को स्पर्श करते हैं। 


वक्र +५ +५ =4 उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए, जिस पर स्पर्श रेखा का अक्षों से 
झुकाव समान है। 


वक्र ) = 4 - 2? तथा = 2? का प्रतिच्छेद-कोण ज्ञात कीजिए। 


सिद्ध कीजिए कि वक्र )? = 4% तथा +? + 9? 6४+ । = 0 एक दूसरे को बिंदु (, 2) पर स्पर्श 
करते हैं। 


वक्र 32 ५? = 8 के उन अभिलम्ब रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए, जो रेखा +3) =4 के 
समांतर हैं। 
वक्र + +)? - 2/-49+ ।=0 के किन बिंदुओं पर स्पर्श रेखाएँ )-अक्ष के समांतर हैं। 


सिद्ध कीजिए कि रेखा + ठ =], वक्र )=७. ट को उस बिंदु पर स्पर्श करती है जिस 


पर वक्र )-अक्ष को काटता है। 
सिद्ध कीजिए कि /(४) = 2x + cot !x + log (N+ -<] , रे में वर्धमान फलन है। 


सिद्ध कीजिए कि ० > के लिए /(0- 5 आए _ ००६४- 260 + £, रे में हासमान फलन है। 


. 7 + 
सिद्ध किजिए कि /(0) 5 था (ऽग + ००७७, अतंराल 0,7 में एक वर्धमान फलन है। 


किस बिंदु पर, वक्र ) = _%* + 3+? + 9४-27 की प्रवणता उच्चतम है? उच्चतम प्रवणता भी 
ज्ञात कोजिए। 


सिद्ध कीजिए कि / (१) = ¡४+ /3 ८०४४ का उच्चिष्ठ मान + = न पर है। 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (6...) 


25. 


यदि किसी समकोण त्रिभुज की एक भुजा तथा कर्ण की लंबाईयों का योगफल दिया हुआ हे, 


तो सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज का क्षेत्रफल उच्चतम है, जब उनके मध्य का कोण ड़ है। 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Ei 


32. 


33. 


34. 


अवकलज के अनुप्रयोग 35 


फलन /(४) = % - 5 + 50 - | के स्थानीय उच्चिष्ठ, स्थानीय निम्निष्ठ तथा नति परिवर्तन 
के बिंदुओं को ज्ञात कोजिए। साथ ही संगत स्थानीय उच्चतम तथा स्थानीय निम्नतम मानों को 
भी ज्ञात कोजिए। 


किसी नगर में एक टेलीफोन कंपनी की सूची में 500 ग्राहक हैं और वह प्रत्येक ग्राहक से प्रति 
वर्ष 300 रु निश्चित शुल्क वसूलती हैं। कंपनी वार्षिक शुल्क बढ़ाना चाहती है, और ऐसा माना 
जाता है कि प्रत्येक ।रु की वृद्धि करने पर एक ग्राहक टेलीफोन सेवा लेना समाप्त कर देगा। 
ज्ञात कीजिए कि कितनी वृद्धि करने से महत्तम (उच्चतम) लाभ होगा। 


2 2 
xX 
यदि सरल रेखा + ८०७०. +) $० = वक्र ~ + = | को स्पर्श करती है, तो सिद्ध कीजिए 
a 
कि 4? 20526 + b? sine = p? 


८ क्षेत्रफल के किसी दिए हुए गत्ते से वर्गाकार आधार का एक खुला हुआ बाक्स बनाना है। सिद्ध 
3 
£ 
कोजिए कि बाक्स का महत्तम आयतन 33 इकाई है। 


36८m परिमाप वाले आयत की विमाएँ ज्ञात कीजिए जिसे उसकी भुजाओं में से किसी एक के 
चारों ओर घुमाने पर अधिक से अधिक सम्भव आयतन प्रसर्प (५७०९) हो। 


यदि किसी घन तथा गोले के पृष्ठीय क्षेत्रफल का योगफल अचर है तो घन के एक कोर 
(९५६९) तथा गोले के व्यास का अनुपात उस समय क्या है जब उनके आयतन का योगफल 
निम्नतम है? 


AB किसी वृत्त का एक व्यास है तथा € उसकी परिधि पर कोई बिंदु है। सिद्ध कीजिए कि 
& ABC का क्षेत्रफल महत्तम उस समय होगा जब वह समद्विबाहु है। 


वर्गाकार आधार तथा ऊर्ध्वाधर पृष्ठ वाले धातु के किसी बाक्स में 024 ८० वस्तु आती है। 
शीर्ष तथा आधार के पृष्ठों के माल (वस्तु) का मूल्य ९5 5/८0? है तथा पुष्ठों के मान का मूल्य 
Rs 2.50/०7 है। बाक्स का निम्नतम मूल्य ज्ञात कीजिए। 


भुजा +, 2४ और के किसी आयताकार समांतर षट्फलक तथा एक गोले के पृष्ठीय क्षेत्रफल 


का योगफल अचर दिया हुआ है। सिद्ध कीजिए कि उनके आयतन का योगफल निम्नतम होगा, 
यदि + गोले की त्रिज्या के तीन गुने के बराबर है। उनके आयतन के योगफल का निम्नतम 
मान भी ज्ञात कीजिए। 
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वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


प्रश्‍न 35 से 39 तक प्रत्येक में दिए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


किसी समबाहु त्रिभुज की भुजाएँ 2 ८/५९८ की दर से बढ़ रही हैं। जब भुजा 0 ८ है, त्रिभुज 
का क्षेत्रफल 


हि है I0 
(A) I0 cmils (3) J3cm’/s (C) I0y3cmi/s (D) ड़ cm/s 


की दर से बढ़ता है। 


एक क्षैतिज फर्श पर 5 मीटर लंबी एक सीढ़ी किसी ऊर्ध्वाधर दीवार पर झुकी है। यदि सीढ़ी 
का ऊपरी सिरा ।0 ८०/५९८, की दर से नीचे की ओर फिसल रहा है तो सीढ़ी तथा फर्श के 
बीच का कोण, उस समय जब सीढ़ी का निचला सिरा दीवार से 2 मीटर दूर हैः 


l l 
(A) I0 radian/sec (B) 20 radian/sec (C) 20 radian/sec (D) I0 radian/sec 


बिंदु (0, 0) पर वक्र ) = «वकी 

(^) एक ऊर्ध्वाधर स्पर्शी रेखा ()-अक्ष के समांतर) 

(8) एक क्षैतिज स्पर्शी रेखा (४-अक्ष के समांतर) 

(©) एक तिरछी स्पर्शी रेखा 

(D) कोई भी स्पर्शी रेखा नहीं 

रेखा ४+ 3)=8 के समांतर, वक्र 3%? -)? = 8 के अभिलंब का समीकरण है। 
(A)3x-y=8 (B)3x+y+8=0 

(Ox+3y+8=0 D)x+3y=0 

यदि वक्र ८५+ 4? = 7 तथा + = ), बिंदु (।, ]) पर लंबवत काटते हैं, तो ८ का मान है 


(A) | (3) 0 (()-0० (D) .6 
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40. 


4]. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 
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यदि ) = %† - ।0 तथा यदि %, 2 से ।.99 तक परिवर्तित होता है, तो + का परिवर्तन क्या 
(कितना) है, 


(A) 0.32 (B) 0.032 (C) 5.68 (D) 5.968 


वक्र ै» ([++?) - 2-» के, उस बिंदु पर, जहाँ यह +-अक्ष को काटती है, स्पर्श रेखा का 
समीकरण 


(A)x+Sy=2 (B)x-Sy=2 (OS5x-y=2 (D)5x+y=2 है। 
वे बिंदु, जिन पर वक्र ) = + - 2% + ।8 की स्पर्श रेखाएँ #-अक्ष के समांतर हैं, 
(A) ©, -2), (2, -34) (8) (2, 34), 2, 0) 

(C) (0, 35), (-2, 0) (D) (2, 2), (-2, 34) है। 

वक्र ) = ० को, बिंदु (0, ।) पर, स्पर्श रेखा +-अक्ष से बिंदु 


l 
(A) (0, ]) (B) ले (0) 2, 0) (D) (0, 2) पर मिलती है। 
वक्र += +3-8,)= 2? - 27 - 5 की, बिंदु (2, -।) पर, स्पर्श रेखा को प्रवणता 
Rs 8) 5 o.2 D) - 6 है। 
A) (8) > (©) (D) - 
दो वक्र + - 3)?+ 2 = 0 तथा 3२) - + - 2 = 0 किस कोण पर प्रतिच्छेद करते हैं: 
A B) C) कः 
A) 4 (B) 3 (©) 5 60) ६ 
वह अंतराल, जिसमें फलन / (2) = 2.0 + 9%? + ]2% - । हासमान हे 


(A) [-l, ००) (8) [-2, =I] (९) Cvs -2] (D) [-, ]] 
मान लीजिए कि /: R -> 2, / (२) = 2% + ८०४४ द्वारा परिभाषित है, तो / 


(A) का ~= 7 पर एक निम्निष्ठ है (8) का «= 0 पर एक उच्चिष्ठ है 
(0) एक हासमान फलन है (D) एक वर्धमान फलन है 
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48. 


49. 


50. 


$l; 


$2. 


353. 


54. 


»<८» (४-3), » के नीचे दिए हुए मानों के लिए हासमान है, 
(A)lI<x<3 (B)x<0 


3 
(QOx>0 (D)O<x< 7 


फलन f(x) 5८ 4 sin’x— 6 sin’x + ]2 sinx + 00 


3 Tt Tt 
(A) [४ डर में निरंतर वर्धमान हे (8) (ड़ ; में निरंतर हासमान है 
(0) 577 में निंरतर हासमान है (0) 0, ~ में निरतर हासमान हे 


निम्नलिखित में से कौन-सा फलन 0, र में हासमान है 

(A) sin2x (B) tanx (0) cosx (0) cos 3x 
फलन / (2) = tanx - + 

(A) सदैव वर्धमान है (8) सदैव हासमान है 

(0) कभी भी वर्धमान नहीं है (D) कभी वर्धमान है कभी हासमान है 
यदि ४ एक वास्तविक संख्या है, तो +? - 8४ + 7 का निम्नतम मान 
(A) -। (B) 0 (Q) I (D) 2 है। 
बहुपद + - ।8+? + 96% का, अंतराल [0, 9] में, निम्नतम मान 

(A) I26 (B) 0 (CQ) I35 (D)60है। 
फलन 7 (2) = 223 - 3.2 - ]2४+4 के 

(७) दो स्थानीय उच्चतम बिंदु हैं (8) दो स्थानीय निम्नतम बिंदु हैं 


(0) एक उच्चतम तथा एक निम्नतम है (0)) कोई भी उच्चतम या निम्नतम नहीं है 
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55. आ॥». ००४ » का उच्चतम मान है 
l 
(A) द (B) ~ (©) v2 (D) 242 


SI 
56. f(x) = 2 sin3x + 3 ०0532 का मान * = हः पर 


(A) उच्चतम (8) निम्नतम (0) शून्य (D) न तो उच्चतम और न निम्नतम है। 
57. वक्र ) = -%3 + 3% + 9४ - 27 को उच्चतम प्रवणता 
(७) 0 (8) 2 (0) I6 (0) 32 


58. /(0 = का स्तब्ध बिंदु है 


— 


(A)x =e (B)x= 7 (QOx= | (D)x= Je 


€ 


x 


I 
59. ~ का उच्चतम मान है 


~ | ++ 


(A) ८ (8) «° CO (0) 


७ |= 


प्रश्‍न 60 से64 तक प्रत्येक में रिक्त स्थान की पूर्ति कीजिए- 


60. वक्र ) = 4४? + 2४ = 8 तथा » = + - ++ ।3 एक दूसरे को बिंदु पर स्पर्श करते हैं। 





6]. वक्र ) = ०४ के (0, 0) पर अभिलंब का समीकरण है। 


62. ० के वे मान जिनके लिए फलन /(2) = $०४ - ८४+, र में वर्धमान हे .हैं। 


2 


2 ॥ में 
63. फलन /(४) = “---, » > 0, अंतराल में हासमान है। 
A 





b 
64. फलन #05) = ०४+ ¬ (4>0,४>0,2> 0) का निम्नतम मान है। 


— मा” © चा 
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